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Demostrar la expresión del capítulo 57 del curso de Relatividad Gene-

ral, de la forma:

Jµ = gαβδΓµ
αβ − g

βµδΓλ
λβ = gµνgαβ (∂αδgνβ − ∂νδgαβ) , (1)

donde gαβ, g
αβ, Γα

βδ y δΓ
α
βδ son el tensor métrico, la métrica inversa, los símbolos

de Christo�el y la variación de los mismos, respectivamente.
En el capítulo 57 se demostraron las siguientes dos igualdades,

gαβδΓµ
αβ = 1

2g
αβgµν (∂βδgνα + ∂αδgνβ − ∂νδgαβ) , (2)

gηµδΓλ
λη = 1

2g
ηµgλγ (∂ηδgγλ + ∂λδgγη − ∂γδgλη) . (3)

Comenzamos considerando que (3) posee tres índices mudos η, γ, λ, mismos que
podemos reemplazar por η, γ, λ→ ν, α, β, tal que (3) se escribe como,

gνµδΓβ
βν = 1

2g
νµgβα (∂νδgαβ + ∂βδgαν − ∂αδgβν) . (4)

Ahora procedemos a calcular la expresión,

Jµ = gαβδΓµ
αβ − g

νµδΓβ
βν. (5)

Reemplazando (2) y (4) en (5), es claro que,

Jµ = gαβδΓµ
αβ − g

νµδΓβ
βν,

=
1

2
gαβgµν (∂βδgνα + ∂αδgνβ − ∂νδgαβ − ∂νδgαβ − ∂βδgαν + ∂αδgβν) .

(6)

Nótese que en la expresión anterior el primer término se anula con el quinto, tal
que,

Jµ =
1

2
gαβgµν (∂αδgνβ − ∂νδgαβ − ∂νδgαβ + ∂αδgβν) . (7)

Considerando que el tensor métrico es simétrico, gαβ = gβα, la expresión se sim-
pli�ca,

Jµ =
1

2
gαβgµν (2∂αδgβν − 2∂νδgαβ) .

Jµ = gαβgµν (∂αδgβν − ∂νδgαβ) .

Finalmente, obtenemos el resultado deseado,

Jµ = gαβgµν (∂αδgβν − ∂νδgαβ) .
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